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not a leaf

number of entries

B−tree node

key value

Jones Smith

tree pointer

Conceptual view of a B−tree node
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1 8

right pointerleft pointer

insert at next level (parent of 1−7−8 node)

�	�� <� 8�� ��. ����� (#�A$)�

7

1 8 10
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replace this with this

... to get

2 4 7

p1 p3

p1 p3
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���� ��	� ��	�
 �	 ���% �����



� ���� ��������" ����	���� �������

� �������
� �������

� ��� ��
�������	�

� ����	����* ��
� ��� 
� ���
 ���" �%�. ������� �� ����

����� ���� ������ ����	 ���
 �Æ����	�

� '� ���
 �����* �	 ����� ����� 	� ��� ���
 � ����
��	� �� 	��

��
 (��"�* � ����� ���+�)������������ �% ��
 ����������

����� �Æ����	�

� =��� 	� 
� ����%�� .�	� �������	� ��
�	���"� %��� ��I����	

��
��

� ���� �����	��

� �%	��* � 2>,	��� �� ����	�� �� 	�� �% �� ����	��" ����+���

� =���� �������� 	� 
������" 2>,	���� ���� ����+�� ���

�����	 �	��� �����������
�



� ���������� �����	��� ��� ����� ���
 ����� 	� ���� ��.

��������
�

� 2�		�� 	� ����	� ���	��� 2>,	��� ����" � ���� �����	� ��"�,

��	���

� ���� 
��� ������" ��"���	��� 
���� 	�� 	��� 
�		��,���



������� �� 
	
�%�	�

� ��"���?��" 	�� +�� �% ������� ����� 	� ��.�� ������ 	����

� �������" � +�� ��� ����� �� ������

� L�����" �� � ������ 
�	 �I��	��� ��	���

� ���	�,����� ������� ��������	�� ����" 2,	��� ������	

� ��	����� ���	��" ����� ����	� � ���	�� ��	� +��

� ���� ��"���?�	��� ��	���� ���� �� ��������	 	�� ����	�����

�����	��� �=;N0����



� ;������ �% 
���,������" (� @ <)�

����	� � 2>,	��� %��� 	�� ��
� �*<*D*���*���

� ����	* ����	� 	�� ���%,����� ����� �� ������

1 2 3 4 5 6 . . . 16 17 18

� =��	* ����	� ������ �% ���	 ������ �� ���� 
����� ���% 
�����

D*���*���

1 2 3 4 5 6 . . . 16 17 18

3 6 18

insert these values at higher levels

0���� ������ ��� 	� 
� ������ ��	� ��"��� �������

� O����� D*B*C %��� +��	 
���� �	 ���	 �����

3 6 9



� '����	��" �< ������ � ����	�

6

3 9 12

             1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

� �	��� �	��� ��� ����� ��������
�



�������	 �	 � �������

� ����� ���� ������ ������ 	.��� (���% ��� ��	����� �����)* ��

����	��� �� � 2>,	��� �������3 K�� ��� ���

� 0���� 	
��� �% ����	����

 �!� 
������	�

� ����	� ���
 �	 ���% ������

�1��� ������������" ��	����� ���� ����� �� ����	�� (�% ���

����	�)�

� �� ��	 ������ ��	����� �������	 ��� �	��� 
� ���� %�� ����,

"�	����

� G����������
 ��
���� 	��� ��� ������ ����	�� ��	����� �������

"��� ��!� 
������	�

�1��� 
�	� ��	����� ��� ���% ������ �� ����	���



� G����������
 ��
���� 	��� ��� ������ 
�	� ����	�� ��	�����

��� ���% �������

#��� 
������	�

� ������ 
�	� ���% ��� ��	����� �������

F�?
 ����	��� ��	�����

� ;��
 	� ��������	�

� 0��� ��� 
����� ���"��

� L��� 	� 
� ����%�� �
��	 ��,�����	���� �% ����	�� ������ (�	�,

��.��� �������	�� ��"�	 ����	 �� ��	����� �����)�

� =��� 	� ���� 	���� %�� �������� ��,
������"�

���� ����	��� �� ������ 	� ��������	* 
�	 �� ����� �Æ����	� ;���

����	� 	���� ���"���



 �!� �������	 �	 � �������

� �������� 	��� ������� (��"��� � @ <)�

����	� �A* ��* !*  * <* D* � %����

31 2 4 5 6 7 8 9 10 11

3 7 9

5

� ����	� #�A$�

� ������ %�� #�A$�

� #�A$ �� ��	 %���� �� �� ��	����� ���� ��� ������" �������

� �����	 ����	� ���� ��	 ����� �����-�.�����	��



31 2 4 5 6 7 8 9

3 7 9

5

11



� ����	� #��$�

� ������ %�� #��$�

� #��$ ���� ��	 ����� �� �� ��	����� ������

� ����	��� %��� ���% ������ �����-�. �	�
 	� 
����. %���

��
���"�

� 0� 
����.* ��	�	� %��� ��
���"�.��� �����" #C$ ����* ���


�% #�$ �� ������ ��	� �����	�

31 2 4 5 6 7 8

3 7

5

8

9

� ����	� #!$�

� ������ %�� #!$�



� #!$ ������ �� ��	����� ����� ����� ��	����� ������

� ����	��" #!$ %��� ���% ���� ��	 ����� �����-�.�

31 2 4 6 7 8

3 7 8

9

5*mark 
internal
value



� ����	� # $�

� ������ %�� # $�

� # $ ���� ��	 ����� �� �� ��	����� ������

� ����	��� %��� ���% ������ �����-�. �
����. %��� ��
���"�

� ��	�	� %��� ��
���"�

1 2 6 7 8

7 8

9

5*

2

3

� ����	� #<$�

� ������ %�� #<$�

� #<$ ������ �� �� ��	����� ����� ����� #<$�

� ����	��� %��� ���% ���� ��	 ����� ����-�.�



1 6 7 8

7 8

9

5*

3

2*



� ����	� #D$�

� ������ %�� #D$�

� #D$ ���� ��	 ����� �� ��	����� ������

� ����	��� %��� ���% ������ �����-�. �
����. %��� ��
���"

� 2����. %��� ��
���" ��	 �����
�� �1��"� �������

� G���,��.� %��� �����	 ������ �����-�. �	 �����	�
����.

%��� �����	$� ��
���"�

6 7 8 9

7

5*

1 2*

8

not needed at leaf
(should be deleted)

�1����� ������ ��� ��	 ������ �	 ���% ����� (	��
 ���� �� ��	�

����	���) �	��
 ������ 
� ����	���



6 7 8 9

7

5*

1

8



� ����	� #�$�

� ������ %�� #�$�

� #�$ ������ �� �� ��	����� ����� ����� #�$�

� ����	��� %��� ���% ������ �����-�. �	�
 
����.��"�

� 2����. ������ ��
���" �����-�. ����� ��.� #�M$ %��� ���,

��	�

� /����-�. �	 �����	$� ������	�
 
����.��" �	 �����	$� ������

� 2����. ��	 �����
�� �	 �����	$� ����� ����� ��.� #�$�

� ����� 	����

6 7 91

5* 7



#��� �������	 �	 � �������

� �������� 	��� ������� (��"��� � @ <)�

����	� �A* ��* !*  * <* D* � %����

31 2 4 5 6 7 8 9 10 11

3 7 9

5

� ����	� #�A$�

� ������ %�� #�A$�

� #�A$ ���� ��	 ����� �� �� ��	����� ������

� ����	��� %��� ���% ���� ��	 ����� �����-�.�



31 2 4 5 6 7 8 9

3 7 9

5

11



� ����	� #��$�

� ������ %�� #��$�

� #��$ ���� ��	 ����� �� �� ��	����� ������

� ����	��� %��� ���% ������ �����-�. �	�
 	� 
����. %���

��
���"�

� 0� 
����.* ��	�	� %��� ��
���"�.��� �����" #C$ ����* ���


�% #�$ �� ������ ��	� �����	�

31 2 4 5 6 7 8

3 7

5

8

9



� ����	� #!$�

� ������ %�� #!$�

� #!$ ������ �� ��	����� ����� ����� ��	����� ������

� ����	��" #!$ %��� ���% ���� ��	 ����� �����-�.�

31 2 4 6 7 8

3 7 8

9

5*mark 
internal
value

� ������� ��	����� ����� .�	� ���
 �% ����������� (��"�	���	

���% ����� �� ��%	 ��
	���)�



31 2 4 6 7 8

3 7 8

9

4

� ����	� # $�

� ������ %�� # $�

� # $ ������ �� �� ��	����� ����� ����� �	�

� ����	� # $ %��� ���% ����� 	� ��	�	� %��� ��
���"�

1 2 6 7 8

7 8

9

2

3

4*



� ������� ��	����� ����� 

 ������������

1 2 6 7 8

7 8

9

2

3

3



� ����	� #<$�

� ������ %�� #<$�

� #<$ ������ �� �� ��	����� ����� ����� �	�

� ����	��� %��� ���% ���� ��	 ����� �����-�.�

� 8%	�� ���% ����	���* ������� ��	����� ����� 

 ����������� (#�$)�

1 6 7 8

7 8

93

3

1



� ����	� #D$�

� ������ %�� #D$�

� #D$ ������ �� �� ��	����� ����� ����� �	�

� ����	��� %��� ���% ������ �����-�. �	�
 
����.��"�

� 2����.��" ������ �����-�. �� ��
���"����� ��.� #�$�

� G�����" ��.� #�$ ������ �����	�� �����-�.�
����. �	 ���,

��	$� ������

7

3* 8

1 1* 6 7 8 9

delete from leaf

replace with
predecessor

� '�	����� ����� �% #�$ ���� ��	 
����" �� ���% �����	� �	�

� ������� ��	����� ����� �% #D$ .�	� ����������� (#�$)�



7

8

1 6 7 8 9

1



� ����	� #�$�

� ������ %�� #�$�

� #�$ ������ �� �� ��	����� ���� ����� �	�

� ����	��� �% #�$ ������ �����-�.�	�
 	� 
����. %��� ��
���"

� 2����.��" %��� ��
���" ������ �����-�.����� ��.� �����	�

� 2����.��" �	 �����	$� ����� ������ �����-�.����� ��.� #�$�

6 71

71

8* 9

� ������ ����	�� ��	����� ����� %��� ���%�
6 71

71

9



�������	 �	 � ������

� ����	��� �� ����.��	 ���� ��������	�� 	��� �����	���� 0� ���

.�
* ���������
4

2 7 9

1 3 5 6 8 10 11

� ������� .� .��	 	� ����	� #B$����
 J �����
 ����	� #B$ %���

#!,B$ �����

4

2 7 9

1 3 5 8 10 11

� ������� .� .��	 	� ����	� #C$�

� �����	 ����	� #C$ �������
�



� 8 ������ %�� #��$ .���� ����� ���
��������
��� �� .����

%�� ���"� ��

7

5 6 8 10 11

empty

pointer

� ������� .� .��	 	� ����	� #<$����� 	� ���� �	 ����	 �� �

������	� ����� .��� �	�������

� H�
 ����� ���� �� ����	����

� ��
�
��	� .��� �����-�. ������* 	�
 	� 
����. ��
 ������

%��� ��
���" ��� ��	�	����

������	�� �% ��	�	��� �����	 
� ����* ���"� ��
���"��

� �������
�	
� .��� ����	��" � ����� %��� �� ��	����� ����*

������� �	 .�	� ���	��� ��
 ������

� ��	�	����



� �������� �� ������� .���� � @ D ����	 ���� �	 ����	

�� � @ < ������ ��� �����

66 79 83

64 65 67 68 69 70 72

� ����	��" #B $ �����	�� 	�� ��.�� ����	�

� 2�	* ��"�	 ��
���" ��� ����"� ������ 	� ��,���	��
�	��

� O����� ��� ��,���	��
�	�� ��� ��	�	��� (��������" 	�� �����	)�

� =�	�� .� �����	 �"���� �����	 ����� �� ��	�	��� (����� 	��	

.���� �����	� ��,�����)�

79 83

65

66

67 68 69 70 72

these values violate in−order

� '��	���* �����	 ����� ���	 
� �������� �� ��	�	����



79 83

65 66 67 69 70 72

68

pull up value from sibling

push up to parent

pull down from parent

� =�0;� 
�	� ��	� ����	��� ��� 	��� ����	��� ���� 	� 
�

����� �� � ��	�	����

�1��"��"�

� ����	����* 
�� ���$	 
����. %��� � ��
���" 
������ 	�� ��
,

���" �����$	 ���� ����"��
66 79 83

64 65 67 68

98

� L���* ��	�	��� %��� ��"�	 ��
���" .���� ����� ��"�	 ��
���" 	�

�����-�.�

� H�
 ����� ����� 
�	� ��
���"� ��� #
���������$* 	��
 
�	� ����



��� �������	�"�	��� 	��
 ���� <��< �������	�"�	���

.�	� �����	 ����� 	��
 ���� <�� � ������ ���� ���"� ���

�% 	���� ��	� � ��	��� 	����



�1�	���� ���� #BB$ ��.� ��� ���"� ��
���"��

79 83

65 67 68

98

66

66

67 68

Shift

Pull 66
down

merge 67 and 68

�����	�

65 66 67 68

79 83 98

these elements got shifted left

‘66’ was pulled down from parent node

merged node

� 2�	 .��	 �% ������" ��.� � ����� %��� 	�� �����	 ������

�����-�. �	 �����	$� �����3 �
������ �� ���"� �	 �����	$�

����� ��� ��� �� ��* ����������
�

� ;������� ����	� #B $ %��� 	��� 	����



105 131

66 79 112 118

64 65 67 68

L���*

� ����	��" #B $ ������ �����-�. �� #B ,B!$ �����

� ��
���" �� 
�������������� ��.� #BB$ %��� �����	�������

�����-�. �� �����	 �����	�
 	� ��,���	��
�	� ����" ���,

��	 ��� �����	$� ��
���"�

� G����	$� ��
���" �� 
��������� ����	 ���"� �����	 ���

�����	$� ��
���"�

4��� .� ���� ��.� #BB$* .� "�	�



105 131

79 112 118

65 66 6867

4��� .� ���� ��.� #�A!$ .� "�	�

65 66 68

79 112105 118

131

67

=�0;� �% #�A!$ .�� 	�� ���
 ������	 �� 	�� ���	* .� .���� ����

��� ���� ������

=�0;� '� 	�� �
��� ������� (��� ���� 	��	 %����.)* 	�� ��	���

	��� �� ��	 ���.� %�� ���� �% ������



� ����������	�

� ����	��� �% �� ��	����� ���� ����� ��&����� ��������" 	��

������

� 0�� ����� �� �������� 

 	�� ��,����� ������������

� ������" 	�� ��,����� ����������� ��&����� � ������ ��� 	�� .�


��.� 	� 	�� ���% ������

� ;������ (.�	� � @ <)� ����	� #�D$ %��� 	��� 2,	���

51 73 85

55 61 66 79 81 83

64 67 69 71 75 77

‘71’ is the in−order predecessor of ‘73’

� 0�� ��,����� ����������� �% #�D$ �� 	�� ���"��	 ������	 �� 	��

���
 ��
	��� �% #�D$� ���"�	���	 ������	 �� ��%	 ��
	����



� =�	�� �� ��	����� ����� ��.�
� ��� � ��%	 ��
	����

� ������� #�D$ .�	� #��$�

51 85

55 61 66 79 81 83

64 67 69 71 75 77

71

original ‘71’ still in place

� =�	�� �%	�� ����������	* ��,����� �� ����	������



� ������
* �� � ��"���� ����	� �% #��$�

51 85

55 61 66 79 81 83

64 67 69 75 77

71

� =�	�� �� ���� �����* 	�� +��� ����	� ����� ����������
 .���

�	� .�
 �� 	� 	�� ���	� 2�	 �	 ���� ��	 ��� �������
�	
 ���

�� ���	 +����
 ����

� 8	 ���	 .� ��� .�
 	�� �����-�. ���	���	��� �� � � � (�� ��,

����� 	� ����	���" ��"���)

��% 	�� ���	���	��� .��� ��"��� (���� �� �AE

%���)* 	��� ��. .���� .� ���"� 	.� �����

	��	 ��� �AE %���3

('	 ��� 
� ����* 
�	 �	$� ������)�



�4� .��� ��	 ����� 
����� ��
 %��	���� ��� ����	����� ��	����*
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